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Пример решения задачи: статический момент через тройной интеграл  
 
 

ЗАДАНИЕ.   

Найти статический момент относительно ��� однородного тела, 
ограниченного поверхностью  ��� + �� + ���	 = �� + ����  

с плотностью � = 0		�� ≥ 0�. 
 
РЕШЕНИЕ. 
Статический момент относительно ��� тела плотности ���, �, �� находится 
по формуле: ��� = �� ∙ ���, �, �����  

Учитывая, что тело однородное, ���, �, �� = 1.  
Перейдем к сферическим координатам: 

�� = � cos� sin !� = � sin� sin !� = � cos ! ; ������ = �� sin ! �����! 

Уравнение поверхности примет вид ��� cos� � sin� ! + �� sin� � sin� ! + �� cos� !�	= �� cos� � sin� ! + �� sin� � sin� !�� cos� !  

��� sin� ! + �� cos� !�	 = sin� !cos� ! ����	 = tg� ! �% = tg� ! � = &tg!'  

Тогда заданное тело  

(:		 *0 ≤ � ≤ &tg!'0 ≤ � ≤ 2-0 ≤ ! ≤ -/2  

Искомый статический момент: 
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��� =�� ∙ 1��� = / ���0
1 / �!0/�

1 / � cos ! ∙ �� sin ! ��&234'

1  

/ � cos ! ∙ �� sin ! ��&234'

1 = / �	 sin ! cos ! ��&234'

1 = 14 sin ! cos ! 	�6 7&tg !' 	0
= 14 sin ! cos ! 8sin6 !cos6 !' = 

= 14 sin ! 8sin6 !cos !' = 14 sin ! 8�1 − cos� !��cos !'
 

/ 14 sin ! 8�1 − cos� !��cos !' �!0/�
1 = : cos! = ;�; = −sin ! �!: = −/14 8�1 − ;���;'1

<
= 14/ ;=<	�1 − ;���	�;<

1 = 

= >> �	 = 1;� − 1;		;� = 1�	 + 1 ; = 1; 		� = 0
; = 1√�	 + 1 ; 		�; = −32 ��&��	 + 1�	 �� ; = 0; 		� → +∞>> = 

= 14 /C 1√�	 + 1D=
<	 C1 − 1�	 + 1D

�	 ∙ C− 32D ��&��	 + 1�	 ��
1

E = 

= −38 /��	 + 1�<% G �	�	 + 1H
�	 ����	 + 1�	/� ��

1
E

= −38 /��	 + 1�<% ∙ ����	 + 1��/	 ∙ ����	 + 1�	/� ��
1

E = 

= 38/ �6��	 + 1�<%��	 + 1�<	% ��E
1 = 38/ �6��	 + 1�� ��

E
1  
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/ �6��	 + 1�� �� = >> I = �� �� = ����	 + 1�� ��	�I = 2��� � = − 13��	 + 1� >>
= − ��3��	 + 1� + / 2�3��	 + 1��� = 

= − ��3��	 + 1� + 29/C � + 1�� − � + 1 − 1� + 1D��
= − ��3��	 + 1� + 29/K � − 12 + 32�� − � + 1L�� − 29 ln�� + 1� = 

= − ��3��	 + 1� + 19/ 2� − 1�� − � + 1�� + 29 ∙ 32/ 1N� − 12O� + 34�� −
29 ln�� + 1� = 

= − ��3��	 + 1� − 29 ln�� + 1� + 19 ln��� − � + 1� + 13 ∙ 2√3 arctgR 2√3 C� − 12DS = 

= − ��3��	 + 1� + 19 ln G �� − � + 1�� + 2� + 1H + 2√39 arctg C2� − 1√3 D 

/ �6��	 + 1�� ��
E
1 = limU→ER− ��3��	 + 1� + 19 ln G �� − � + 1�� + 2� + 1H

+ 2√39 arctg C2� − 1√3 D 7V	0S = 

= 0 + 19 ln 1 + 2√39 ∙ -2 − G0 + 19 ln 1 − 2√39 ∙ -6H = 2√39 ∙ 2-3  

��� = �� ∙ 1��� = / ���0
1 / �!0/�

1 / � cos ! ∙ �� sin ! ��&234'

1 = / 38 ∙ 2√39 ∙ 2-3 ���0
1= 

= 38 ∙ 2√39 ∙ 2-3 ∙ 2- = -�√39  
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Ответ.  
0X√	Y  

 
 


